INGENIERIA

Acta Cientifica Venezolana 58 (1): 14-20, 2007

SUPERPOSICION DE SINGULARIDADES PARA SIMULAR LA PRESENCIA DE
CAVIDADES EN PROBLEMAS DE ELASTOSTATICA USANDO EL METODO DE LOS
ELEMENTOS DE CONTORNO

Ojeda'*, David; Divo?, Eduardo; Kassab®, Alain; Cerrolaza*, Miguel

! Departamento de Disefio Mecanico y Automatizacién, Facultad de Ingenieria, Universidad de Carabobo, Naguanagua, Venezuela.
°Department of Engineering Technology, University of Central Florida, Orlando, FL, USA. 2 Dep. of Mechanical, Materials, and Aerospace

Engineering, University of Central Florida, Orlando, FL, USA. 4 Instituto Nacional de Bioingenieria, Universidad Central de Venezuela, Caracas,
Venezuela.

Recibido.: 28-11-2006

Resumen. Se presenta una solucién eficiente usando una técnica de superposicion de cargas puntuales en elastostéatica
empleando el método de elementos de contorno. La superposicion de un conjunto de cargas puntuales para simular la
presencia de cavidades ofrece una ventaja en la reduccion del tiempo computacional en problemas de elastostatica; el uso del
método de elementos de contorno optimiza el proceso ya que no se requiere re-discretizar el contorno. Se valida la solucion en
configuraciones geométricas regulares con cavidades simples a partir de resultados obtenidos a través de experimentos
numeéricos usando el Método de los Elementos de Contorno. Palabras claves: Método de elementos de contorno (MEC);
Deteccidon de cavidades; Superposicion de singularidades; Elastostatica.

SINGULAR SUPERPOSITION TECHNIQUE TO SIMULATE CAVITIES IN ELASTOSTATIC
PROBLEMS USING BOUNDARY ELEMENT METHOD

ABSTRACT. An efficient singular superposition technique in elastostatics boundary element methods for cavity detection using
a point load is presented in this paper. The superposition of several concentrated loads to simulate the presence of cavities leads
to a significant reduction of the computational time in the elastostatics field solution with the boundary element method since no
boundary re-discretization is necessary throughout the optimization process. Results of cavity presence problems simulated
using numerical experiments validate the approach in regular geometrical configurations with single cavities. Key words:

Boundary element method (BEM); Cavity detection; Singular superposition; Elastostatic.

INTRODUCCION

Se presenta en este articulo un método de
superposicion singular de cargas puntuales para la
solucion de problemas geométricos inversos que permite
simular, de manera eficiente, la presencia de cavidades
internas. La superposicion de cargas puntuales como
fuente/sumidero dentro del dominio es la alternativa que
satisface las condiciones de Cauchy expuestas en la
superficie. En un problema directo se especifica: (a) la
ecuacion que rige el campo variable, (b) las propiedades
fisicas, (c) las condiciones de contorno, (d) las
condiciones iniciales y (e) la geometria del sistema; todo
esto con el proposito de determinar el campo de variables
que se obtienen de las entradas. Por el contrario en un
problema inverso, se especifica: (1) parte de las
condiciones anteriormente mencionadas de la (a) al (e) y
(2) unas condiciones impuestas (conocida como la
condicion expuesta del contorno). La razén de resolver
un problema inverso es encontrar alguna condicion
desconocida numerada de la (a) a la (e) en un problema
directo. Normalmente las condiciones impuestas se
obtienen de alguna medicién interna del campo de
variables a través de algun sensor %%'* o0, como el caso
de esta publicacién, por medio del resultado de un
experimento numérico.

El propésito de un problema geométrico inverso es
determinar la parte oculta o inaccesible de la geometria,
usando alguna condicién impuesta en el contorno sobre
la porcidon expuesta. Este problema ha sido de gran
importancia en aplicaciones térmicas y de mecanica de
solidos para la deteccién no destructiva de cavidades
en regiones internas 72101314 En aplicaciones térmicas, el
método requiere condiciones impuestas en el contorno,

por ejemplo, calor o temperatura®. En aplicaciones de
elastostatica, las condiciones impuestas son dadas en
términos de desplazamientos y tracciones en la
superficie. Generalmente, las tracciones en la superficie
son conocidas por las condiciones de contorno, mientras
que los desplazamientos son determinados
experimentalmente a través de mediciones °'*. En esta
investigacion se usa una simulacion numérica
experimental para validar la aproximacién a cavidades
regulares e irregulares en geometrias simples.

El método de los elementos de contorno (MEC),
por su propia naturaleza, ofrece la alternativa perfecta ™
3569111214 para la resolucion de este tipo de problemas
debido a que no requiere discretizacion del dominio ni
regeneracion completa del mallado asi como la de su
geometria 42,

En este articulo se determinaron las caracteristicas de
las cavidades encontradas en una placa, mediante el
desarrollo de un método de superposicion a manera de
generar una solucién eficiente de los problemas
geométricos que serviran para la detecciéon de
cavidades. La utilizacion de resultados numéricos de un
problema en 2D con cavidad usando MEC ofrece una
alternativa para validar el programa.

PROBLEMA DIRECTO Y MEC EN ELASTICIDAD

La solucién de problemas directos en elastostatica provee
el campo de los desplazamientos dentro del sistema de
ecuaciones de gobierno, las condiciones de contorno y
el sistema geométrico. El campo de los desplazamientos
para un medio isétropo, homogéneo y linealmente
elastico sujeto a una distribucion de fuerzas internas o de
campo b, es regida por la ecuacion de Navier:
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donde v, y u, representan los campos de
desplazamlentos 'n es la relacién de Poisson y mes el
méddulo de rigidez.

En un problema directo, la solucion de esta ecuacion,
normalmente, es posible cuando se prescriben
correctamente dos posibles tipos de condiciones de
borde:

u=kenl @
i / u
t=sp=tienl,
donde, la sobrebarra denota una cantidad especificada,
tes el campo de tracciones y nes el vector normal unitario

hacia afuera del dominio Q rodeado por el contorno I =
I',U I, El campo de esfuerzos o,estd definido como:

2
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Con el campo de deformaciones relativas e, como:
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Finalmente, en una formulacién del método de
elementos de contorno basada en la ecuacién integral
de Somigliana, queda planteada una relacién integral
entre la deformacioén #” en un punto de colocacion “g’ y

las deformaciones vy tracciones ¢ en todo el contorno I.
Adicionalmente, las fuerzas de campo b, permanecen
relacionadas a través de una integral de dominio (), como
sigue

+jHUudFjthF+IdeQ(5)

donde, G y H son las soluciones fundamentales de
desplazamlentosytraccmnes respectlvamente y c es
una constante geometrlca tal que: ¢/ =1 si peQ
=0si pgQ yc;=1/2 si pel enelcasodeun
contorno suave 3.
Estableciendo que el campo de fuerzas internas b esta
constituido unicamente por cargas puntuales, tal que:

A 1
b, = ZQI o(x;,x;) (6)

donde ML es el numero de cargas puntuales Q esla
intensidad de cada carga /y d(x,,x!) es la funcién de
Dlrac ubicada en el punto de |mpacto de cada carga
x . Utilizando las propiedades de la funcion de Dirac,
el uItlmo término de la ecuacion integral (5) se reduce a:
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donde G,.l. es la solucion fundamental de desplazamiento
evaluada en el punto de impacto de cada carga x. Esta
substitucion permite reducir, de manera simple, la
ecuacion integral (7) a integrales de contorno como:

NL
clul +I Hjudr = ijtidF+ZQfoj ®
=1

De igual forma se puede definir una ecuacion integral
de contorno que relaciona el campo de esfuerzos o
en un punto de colocacion p como:

NL
I n!
<o *I Sifk“idF:IrDi""t"dF+ZQiDiik ©)

donde los términos Sk y D,,k son las soluciones
fundamentales de esfuerzos Esta ecuacién integral de
contorno se puede emplear para calcular el esfuerzo al.’,j
en cualquier punto p del dominio W e incluso se puede
llevar al contorno pero se deben utilizar métodos
especiales de integracién ya que el término S,.jk se vuelve
hipersingular cuando se integra sobre el punto de
colocacion p.

Discretizando la ecuacién integral de contorno de
desplazamientos (9) utilizando NVE elementos de contorno
con NN nodos independientes en cada elemento, se
obtiene el siguiente arreglo matricial:

[A{i=[Gl{4+{q}

donde las matrices [H] y [G], de dimensiones N'N,
contienen los coeficientes de influencia que relacionan
los desplazamientos {«} y tracciones {4 en el contorno. N
= d NE NN, des el numero de dimensiones espaciales (2
o 3). Lo mas resaltante de este desarrollo es el hecho
que todos los efectos generados por las cargas
puntuales quedan remitidos al vector {g}, lo que
esencialmente permite alegar que si de alguna forma se
logra simular la presencia de una cavidad utilizando un
conjunto de cargas puntuales, entonces no se necesitaria
re-discretizar el contorno en cada paso de un eventual
proceso de optimizacién para la deteccion de esta
cavidad ya que su efecto simplemente estaria afectando
al sistema algebraico con la suma de un vector {g}
conocido.

A la relacion de coeficientes (10) se introducen las
condiciones de borde u; y f, para arreglar el sistema
algebraico en la forma:

(10)

(A% = {6+{q} (11)

donde el vector {x} contiene los valores nodales
desconocidos de {¢} y {# en donde no fueron prescritas
condiciones de borde. La solucién de este sistema sigue
métodos estandar. Cabe destacar que para esta
investigacion se emplearon solo elementos de contorno
cuadraticos discontinuos iso-paramétricos, donde tanto
la geometria como las cantidades de campo {u} y {# son
aproximadas utilizando funciones de forma cuadraticas
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pero los nodos de las cantidades de campo se ubican
dentro del elemento (12,5%)% 7y no en los puntos extremos
del elemento como es el caso de los nodos geométricos.
Una de las ventajas para el uso de este tipo de nodo es
evitar las singularidades en las esquinas*.

SIMULACION DE CAVIDADES CON ARREGLOS
DE CARGAS PUNTUALES

En problemas de potenciales, flujo ideal de fluidos,
conduccion de calor y electrostatica, la superposicion de
una fuente y un sumidero de cargas iguales ubicados a
una distancia L en direccién paralela a un flujo prescrito,
da origen a lineas de isoflujo y en particular a una donde
el flujo normal se desvanece. Esta linea de cero flujo
normal puede ser interpretada como la presencia de una
superficie sélida o como el contorno artificial de una
cavidad eliptica ®. Ver figura 1.

Lineas de corrientes
R, A
-+

fuente+ sumidero
-9 —»

—_—
- odfon =0
Flujo
prescrito \/

Figura 1. Simulaciéon de una superficie eliptica al paso
de un flujo paralelo por superposicién de singularidades.

Esta misma afirmacion puede hacerse en campos
elastostaticos donde la interpretacién se traduce a la
superposicion de dos cargas puntuales, en direccién
paralela al flujo de energia elastica de deformacién, de
intensidades iguales (fuentes) y opuestas (sumideros).
En este caso pudiera inferirse que en algin contorno
artificial alrededor de estas cargas, existe una linea donde
las tracciones se desvanecen la cual se pudiera
interpretar como la superficie hipotética de una cavidad
eliptica. Mas aun, si se consideran flujos de energia
elastica de deformaciones no paralelas y se anaden mas
cargas puntuales en un arreglo geométrico
preestablecido, se pudiera realizar la simulacion de
cavidades de geometria irregular y orientacion variable,
tal como se observa en la figura 2.
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Figura 2. Arreglo geométrico de cargas puntuales al
paso de un flujo de energia elastica no paralelo

VALIDACION NUMERICA

Los resultados numéricos de problemas directos en
2D con cavidades usando MEC ofrecen una alternativa
para generar las condiciones de contorno en el exterior
de la superficie que servira para validar el programa. Se
usan elementos de contorno discontinuos y cuadraticos
en todos los casos.

Lafigura 3.a muestra el ejemplo 1, una placa de seccion
cuadrada de 0,0635x0,0635 n¥ con un agujero centrado
de diametro circular de 0,0254 m y una cavidad de
diametro 0,005 m. La placa esta empotrada en uno de los
lados y tiene una carga de compresion de 70° Pa
distribuida en el resto de los lados. En la figura 3.b se
observa la discretizacion de la placa con 80 elementos
(40 en los lados y 40 para el agujero). Un ejemplo 2 es
mostrado en la figura 4.a, similar al ejemplo 1, es una
placa de seccién cuadrada de 0,0635x0,0635 n¥ con un
agujero centrado de diametro circular de 0,0254 my una
cavidad de diametro 0,00674 m, empotrada en uno de los
lados y tiene una carga de compresién de 70° Pa
distribuida en el resto de los lados. En la figura 4.b se
muestra la discretizacion de la placa con 80 elementos
(40 en los lados y 40 para el agujero). En la figura 5.a se
muestra un tercer ejemplo de una barra empotrada de
0,25x0,05 n7 sometida a una carga de tracciéon pura de
2x1(¢ Padistribuida en el lado opuesto al empotramiento,
con una cavidad de diametro 0,02 my discretizada con
120 elementos sin incluir la cavidad (ver figura 5.b). Las
figuras 12, 13 y 14 muestran los desplazamientos y el
esfuerzo de von Mises de los 3 ejemplos usando
problemas directos y MEC, que seran usados para
validar el proceso de simulacion.
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Y —R0,0025m
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(a) Ejemplo 1. Cavidad de ©£0,005 m

L

(b) Discretizacion del ejemplo 1

Figura 3. Condiciones de contorno y discretizacion del
ejemplo 1.
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(a) Ejemplo 2. Cavidad de £0,023 m

(b) Desplazamientos [m]

Figura 6. Resultado numérico directo aplicando MEC en el
ejemplo 2.
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(b) Discretizacion del ejemplo 2

Figura 4. Condiciones de contorno y discretizacion del
ejemplo 2.
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(a) Ejemplo 3. Cavidad de £0,02 m

(b) Discretizacion del ejemplo 2

(b) Desplazamientos [r7]

Figura 5. Condiciones de contorno para la barra sometida

a traccién. Figura 7. Resultado numérico directo aplicando MEC en el

ejemplo 2.
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(a) Esfuerzo de von Mises [Pal]
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(b) Desplazamientos [m]

Figura 8. Resultado numérico directo aplicando MEC en el
ejemplo 3.
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(a) Con la cavidad
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(b) Con la superposicion de 6 singularidades

Figura 9. Comparacion del Esfuerzo de von Mises [Pa]
para el ejemplo 1.

Se toman los modelos de los ejemplos del 1 al 3; pero,
sin la presencia de la cavidad. Se superponen 6 cargas
puntuales, como lo indicado en las figuras 1y 2, con di-

reccion paralela al flujo de energia elastica de deforma-
cioén intensidades iguales (fuentes) y opuestas (sumide-
ros) ubicadas en la posicibn geométrica de la cavidad
segun las figuras 3,4y 5. Seresuelve el problema directo
usando el MEC y se obtiene el esfuerzo de von Mises y
deformacién para cada ejemplo. Las figuras 9, 10 y 11
muestran la comparacion del esfuerzo de von Mises para
los ejemplos 1, 2 y 3. La misma comparacién se muestra
con los desplazamientos para los mismos ejemplos en
las figuras 12, 13y 14.
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(b) Con la superposicion de 6 singularidades

Figura 10. Comparacion del Esfuerzo de von Mises [Pa] para
el ejemplo 2.
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(b) Con la superposicion de 6 singularidades

Figura 11. Comparacion del Esfuerzo de von Mises [Pg]
para el ejemplo 3
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Figura 12. Comparacion de la deformacién [m] para

ejemplo 1
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(b) Con la superposicion de 6 singularidades
Figura 13. Comparacion de la deformacion [m] para el

ejemplo 2.
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(a) Con la cavidad
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(b) Con la superposicion de 6 singularidades

Figura 14. Comparacion de la deformacion [m] para el ejem-
plo 3.

CONCLUSIONES

Se presenta un método satisfactorio para resolver
problemas geométricos inversos a partir de una técnica
de superposicién de cargas puntuales en elastostatica
empleando el método de elementos de contorno. Se
validé la solucion en configuraciones geomeétricas
regulares con cavidades simples a partir de resultados
obtenidos a través de experimentos numéricos usando
el Método de los Elementos de Contorno.
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